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多体系统碰撞动力学中接触力模型的研究进展
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摘要　接触碰撞行为作为大自然与多体系统中的常见现象, 其接触力模型对于多体系统的碰撞行为机理研究

与性能预测至关重要. 静态弹塑性接触模型与考虑能量耗散的连续接触力模型是研究接触碰撞行为的两类不

同方法, 在多体系统碰撞动力学中存在诸多共性与差异. 本文分别从上述两类接触模型的发展历程入手, 详细

介绍了两类模型的区别与联系. 首先, 根据阻尼项分母中是否含有初始碰撞速度将连续接触力模型分为黏性接

触力模型与迟滞接触力模型, 讨论了能量指数与 Hertz接触刚度之间的关系, 阐述了现有连续接触力模型在计

算弹塑性材料接触碰撞行为时存在的问题. 其次, 着重介绍了分段连续的准静态弹塑性接触力模型 (可连续从

完全弹性转换到完全塑性接触阶段), 分析了利用此类弹塑性接触力模型计算碰撞行为的技术特点. 同时, 以恢

复系数为桥梁和借助线性化的弹塑性接触刚度, 避免了 Hertz刚度对弹塑性接触刚度的计算误差, 根据碰撞前

后多体系统的能量与动能守恒推导了弹塑性接触模型等效的迟滞阻尼因子. 探索了连续接触力模型与准静态

弹塑性接触力模型之间的内在联系, 数值计算结果定量说明了人为阻尼项代表的能量耗散与弹塑性接触力模

型中加卸载路径代表的能量耗散具有等效性. 另外, 为了避免阻尼项分母中初始碰撞速度在计算颗粒物质动态

性能时导致的数值奇异问题, 通过求解等效的线性单自由度欠阻尼非受迫振动方程获得了阻尼项分母中不含

初始碰撞速度的连续接触力模型, 并以一维球链为例, 证明了该模型相比 EDEM软件使用的连续接触力模型具

有更高的精度. 最后, 本文分析了当前多体系统碰撞动力学的研究现状, 并简要展望了多体系统碰撞动力学中

接触力模型的发展趋势与面临的挑战.
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Abstract     Impact behavior is a ubiquitous phenomenon in multibody systems. The contact force model is a pivotal tool
to predict the contact characteristics of multibody systems. At present, there are two kinds of contact models used for
calculating impact behaviors: the static elastoplastic contact force model and the continuous contact force models with
energy dissipation. There are many similarities and discrepancies among them in the impact dynamics of multibody
systems. This review starts with the introduction of development history of these two kinds of contact models followed
by their development progress and background illustrated in detail. Firstly, whether the initial impact velocity is
contained in the denominator of damping term severs as a criterion to classify the continuous contact force model as two
types of models that are the contact force model with hysteresis damping factor and the other one with viscous damping
factor. The relationship between the power exponent and Hertz contact stiffness is analyzed. The problems in calculating
the elastic-plastic contact collision behavior by using the existing continuous contact force models are discussed.
Secondly, the static elastoplastic contact force models with the continuous transition between the pure elastic and full
plastic are introduced, and its characteristic is illustrated when calculating the elastoplastic collision events. The
coefficient of restitution acts as the bridge to connect the static elastoplastic contact model and dynamic dashpot model as
a complete system. In order to sidestep the error from the Hertz contact stiffness in calculating the elastoplastic impact
behavior, a new viscous damping factor is derived by means of the linear elastoplastic contact stiffness based on energy
conservation. The intrinsic connection between the static elastoplastic model and the dashpot model is explored, which
proves that the artificial damping describing energy dissipation is equivalent to the one generated by the discrepancy
between the loading and unloading paths. In order to avoid the numerical singularity caused by the initial impact velocity
in the denominator of damping when calculating the dynamic performance of granular matter, a continuous contact force
model with viscous damping is obtained by solving a linear single degree of freedom underdamped vibration system.
One-dimension chain is taken as the numerical example to validate that the new dashpot model is more accurate than the
one used in the EDEM software. Finally, the current research status of impact dynamics of multibody systems is
reviewed, and the development trend and future challenges of contact force models are briefly summarized.

Key words    multibody system, impact, energy dissipation, coefficient of restitution, contact force model

 引言

接触碰撞行为在工程机械[1]、生物医学仪器与

航空航天等领域[2] 的多体系统中无处不在[3-4]. 典型

场景如飞机起落架轮胎与地面接触、车辆碰撞测

试、嫦娥五号着陆与空间飞行器之间的对接过程

等. 随着工程机械系统不断向轻质、高速、重载与

精密方向发展[5-6], 碰撞行为在短时间内引起的局部

弹塑性变形与剧烈冲击力, 愈发容易导致多体系统

的结构损伤与工作状态失稳; 对高端工程装备的安

全使用造成了严重的威胁[7-8]. 因此, 有必要研究碰

撞行为引起多体系统冲击与振动的物理机制, 分析

碰撞与系统整体动态性能之间的耦合关系[9], 为工

程机械系统的安全稳定工作提供理论依据[10]. 然而,
多体系统中碰撞行为的研究与接触力模型的发展历

程密切相关[11-12], 碰撞力作为衡量碰撞行为是否对

多体系统造成结构损伤的重要指标高度依赖于碰撞

力模型的精确性[12-13].

至目前为止, 对动态接触碰撞行为计算的模型

主要分为两类 (如图 1): (1) 基于 Hertz 接触模型发

展的考虑能量耗散的连续接触力模型[11,14-17], 该类

模型又可分为阻尼因子中分母包含与非包含初始碰

撞速度的接触力模型; (2)通过静态压力试验获得的

准静态弹塑性接触力模型[9,11-12,18-19], 该类模型从初

始不考虑弹塑性过渡阶段的非连续接触模型发展为

连续的准静态接触力模型. 本文就两类模型与相关

的关键碰撞参数的发展历程进行了着重介绍.
  

contact

model

contact model with

energy dissipation

quasi-static
elastoplastic

contact model

contact model with
hysteresis damping factor

contact model with
viscous damping factor

continuous elastoplastic
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图 1   接触力模型的分类

Fig. 1    Classification of contact force models
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 1     等效连续接触力模型

碰撞行为是典型的非线性与不连续的非光滑系

统 [20], 其中由于碰撞引起系统速度的跳跃具有典

型的非光滑特征[21]. 当前描述碰撞体接触行为的概

念分为[16]: 非光滑动力学方法 (nonsmooth dynamics
formulation)[22] 和正则化方法 (regularized approach)[23].
其中基于几何约束的非光滑动力学方法认为接触体

在碰撞过程中不发生变形, 因此该方法也称之为刚

体方法[24]. 相反地, 正则化方法认为碰撞体在接触区

域允许发生变形且接触力是变形量的函数, 所以该

方法也称之为罚方法或者连续分析方法[25].
非光滑动力学方法中最常用的接触建模方法是

线性补偿技术[26] (linear complementary approach), 该
方法的核心思想是接触刚体之间单边约束的显式表

达[27]. 单边约束被用来处理接触问题的主要特征是

利用了刚体不可穿透性的概念[28], 意味着接触体在

碰撞过程中其接触点不能越过碰撞体的边界[29]; 防
止碰撞发生变形保证其接触力为正值[30]. 然而, 该方

法在处理考虑摩擦行为的接触问题时可能会出现多

解和无解的可能性, 或者可能出现能量不守恒的情

况[16]; 另外, 该方法不利于多体系统碰撞动力学代码

的通用化. 相反, 正则化方法很好地避免了刚体方法

遇到的诸多问题, 该方法认为接触体的每个接触区

域都覆盖着一些分散在其表面的弹簧阻尼元件[31],
该元件的变形与刚度大小依赖于碰撞体的几何与材

料属性以及相对渗透深度[20], 因此该方法也称之为

柔顺接触力模型 (compliant contact force model). 该
方法的主要缺点在于难以确定刚度系数与阻尼系数

以及能量指数等接触参数, 以及在多体系统动力学

仿真过程中引入大量高频信息影响其求解效率[32].
但是该方法的数学表达形式简单直接且是渗透深度

的连续函数, 便于多体系统碰撞动力学的程序通用

化 , 因此该方法被广泛应用于多体系统动力学软

件[21,33-34], 包括 ADAMS, RecurDyn, EDEM等.

F = Kδ
3
2 +Dδ̇

δ

连续接触力模型的原型为 Hertz接触力模型[35-36],
考虑到 Hertz模型不能描述碰撞过程中的能量耗散;
阻碍了 Hertz 接触力模型在多体系统碰撞动力学中

的进一步应用[37-39]. 为此, Kelvin 与 Voigt 人为地在

Hertz 接触力模型中引入了阻尼项描述碰撞过程中

的能量耗散 [16], 其基本形式为    ( K 为

Hertz 接触刚度,     为相对接触变形量, D 为阻尼系

δ̇ Kδ
3
2 Dδ̇数,    为相对碰撞速度), 其中   为弹性力项,    为

阻尼力项.
为了更加精确地计算多体系统中的碰撞行为,

众多学者在推导阻尼系数的过程中采用了不同的近

似与求解方法[40-46], 相应地获得了不同性质的阻尼

系数. 阻尼[46] 是振动过程中能量耗散的一种度量,
也是理解系统动力行为的重要组成部分, 对抗震结

构的设计至关重要[47]. 阻尼一般分为两种: (1) 与频

率相关的阻尼称为黏性阻尼[48–50]; (2)与频率无关的

阻尼称为迟滞阻尼[45].
另外, 考虑到 Hertz 接触刚度独立于接触变形

量, 为了建立 Hertz刚度与相对接触变形量之间的关

系, 修改了接触力模型中的 Hertz刚度而忽略了能量

指数与刚度系数的关系[40,51], 造成了一系列的数值

仿真问题. 下面的内容集中讨论了接触力模型中人

为阻尼的类型与推导过程, 阐述了能量指数与刚度

系数之间的关系; 最后总结了等效连续接触力模型

在计算碰撞行为时所面临的挑战.

 1.1    等效迟滞阻尼

1881年 Hertz在研究两个完全弹性体的接触应

力时提出了著名的 Hertz 接触理论[52], 其接触力 F
是变形量的非线性函数

F = Kδn (1)

δ其中,    为接触变形量; n 为能量指数; K 为 Hertz 接
触刚度, 其表达式为

K =
4
3

e∗
√

R, R =

√
RiR j

Ri±R j
,

1
e∗
=

1− ν2
i

Ei
+

1− ν2
j

E j
(2)

其中, Ei 和 Ej 为碰撞体的杨氏模量; Ri 和 Rj 为碰撞

体的接触半径; vi 和 vj 为碰撞体的泊松比. 值得注意

的是 Hertz接触刚度不同于胡克定律中弹簧的刚度,
该刚度独立于接触变形量且完全依赖于接触体的几

何与材料属性 (如式 (2)) [ 51 ] ,  且该参数的量纲为

N/m1.5, 而不是胡克定律中弹簧刚度系数的量纲 N/m.
众所周知, 碰撞过程实际上是碰撞体之间能量

相互转化与耗散的过程 , 针对纯弹性碰撞行为的

Hertz接触理论并不能满足实际的工程需求, 其原因

在于式 (1)并不能描述碰撞规程中的能量损耗 (碰撞

过程中, 接触体的压缩路径与恢复路径相同)[17]; 于
是为了描述碰撞行为的动态接触过程以及碰撞导致

的能量耗散, 人为地在原始 Hertz接触力模型 (1)的
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基础上引入表示能量耗散的阻尼项, 将 Hertz接触力

模型扩展为可表示能量耗散的动态连续接触力模型[53].
该方法不仅能描述完整的动态接触过程与能量损

耗, 并且建立了接触力、相对变形量和变形速度之

间的耦合关系[54], 以及能快速获得碰撞行为随时间

的动态变化过程, 避免恢复系数法不能计算接触进

程的缺点[55]; 另外, 为了达到精确计算碰撞过程中能

量耗散的目的, 众多国内外学者利用不同的近似推

导方法从阻尼系数入手开展了一系列的研究工作[16].
为了在 Hertz 接触模型中引入人为的阻尼因子

描述碰撞过程中的能量耗散 ,  1960 年 Kelvin 与
Voigt 利用线性弹簧阻尼模型计算了接触过程中的

能量耗散[16]

F = K1δ+D1δ̇ (3)

δ̇

其中式 (3) 右边的第一项线弹性项 (胡克定律 ) ,
K1 为常系数刚度 (不同于 Hertz 接触刚度); D1 为常

系数阻尼;    为相对碰撞速度. 然而, 该模型在接触开

始与结束阶段由于接触速度不为零[56], 导致其接触

力模型中的阻尼分量一直存在并引起接触力的不连

续, 甚至在恢复阶段结束时侵入深度为零而相对接

触速度为负导致其接触力也为负, 显然这种情况违

反了接触力学的物理意义 (碰撞体之间不可能存在

拉力)[23,25]; 以上原因导致 Kelvin-Voigt 模型产生的

迟滞环不是一个完整的封闭区域, 丧失了描述完整

碰撞过程中能量耗散的能力. 虽然该模型有以上缺

陷, 但在某些碰撞场景也有成功的应用[56-58], 例如

Dubowsky等[57] 利用该模型计算了三维间隙关节元

素之间的接触力, 并提供了相关实验数据验证了该

模型在一维振动冲击系统中的成功使用[58]. 类似地,
Rogers 等[59] 同样将该模型应用在考虑间隙关节的

多体系统动力学仿真中, 并认为该模型在材料阻尼

较小时能近似地表现出黏弹性的属性. Taylor 等[60]

利用该模型计算车辆轮胎与地面的法向接触力. 以
上学者均认为接触力模型的改进是精确计算多体系

统碰撞动力学响应的基础.

D = χδn, χ

为了克服 Kelvin-Voigt 模型在压缩起始与恢复

结束时刻出现的大于零与小于零的碰撞力, 导致阻尼

环呈现出不连续的状态, 文献 [61,16] 基于 Hertz 理
论, 将阻尼系数描述成迟滞阻尼因子与接触变形量

之间的函数 (         为迟滞阻尼因子), 避免了

Kelvin-Voigt 模型在压缩开始阶段接触阻尼力的存

在, 同时也消除了恢复阶段结束时相对接触速度不

为零引起的缺点[61], 保证了接触力模型的连续性与

迟滞环封闭的特点, 其表达式为

F = Kδn+ χδmδ̇ (4)

其中 m 为接触参数. 自此开始, 在随后的近 40 多年

时间里, 国内外众多学者在追求更加精确的迟滞阻

尼因子的这条路上正式拉开了序幕[11,15,21,51,60-62]; 实
际上, 连续接触力模型的发展历程本质上是阻尼因

子的发展历史[46], 因为, 式 (4) 右边的第一项弹性力

项 (原始的 Hertz 接触模型) 保持不变, 第二项阻尼

项的发展目的是为了准确描述碰撞过程中的能量耗散.
考虑到 Hunt-Crossley模型的特殊性[61], 这里有

必要详细介绍该模型的推导过程, 两个小球之间发

生碰撞过程如图 2.
首先, 根据碰撞过程能量守恒原则, 碰撞过程中

耗散的能量可表示为

∆E = T (−)−T (+) =
1
2

m1v2
1i+

1
2

m2v2
2i−

1
2

m1v2
1 j−

1
2

m2v2
2 j

(5)

其中, T (−) 为碰撞前系统动能; T (+) 为碰撞后系统动

能; m1 与 m2 为碰撞体的质量; v1i 与 v2i 为碰撞前接

触体的初始速度; v1j 与 v2j 为碰撞后接触体的速度.
其次, 根据碰撞前后动量守恒原则有如下关系

式

m1v1i+m2v2i−m1v1 j−m2v2 j = 0 (6)

再根据 Newton恢复系数定义

cr = −
v1 j− v2 j

v1i− v2i
= − δ̇

δ̇(−)
(7)

δ̇(−)其中   为相对初始碰撞速度.
将式 (6)与式 (7)代入式 (5), 将式 (5)可重新写为

∆E =
1
2

M
(
1− c2

r

) (
δ̇(−)

)2
(8)

M = m1m2/ (m1+m2)其中   .
 

m1 m2

δmax

compression phase restitution phase

m2

v1i

m1

v1j

m2

v2j

m1

vijv2i

 
图 2   碰撞体接触过程

Fig. 2    Contact process between two contact bodies
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该模型在推导阻尼因子过程中最大的特点在

于: 假设衡量能量损耗的恢复系数为初始相对碰撞

速度的线性函数[14]

cr = 1−αδ̇(−) (9)

α其中   为常数, 一般取 0.08 s/m至 0.32 s/m.
α

α

因此, 将式 (9)代入式 (8), 并考虑到   小于 1, 在
忽略   的高阶项后式 (8)重新写为

∆E =
1
2

M
(
δ̇(−)

)2
[
1−

(
1−αδ̇(−)

)2
]
= αM

(
δ̇(−)

)3
(10)

以上式 (5)~式 (10)是根据碰撞前后能量守恒的

原则获得了碰撞过程的能量耗散, 该过程与碰撞过

程中是否发生弹塑性变形无关, 即对弹性与弹塑性

碰撞行为均适用.
另外, 对式 (4)中的阻尼力积分被视为碰撞过程

中耗散的能量

∆E =
z

χδnδ̇dδ ≃ 2
w δmax

0
χδnδ̇dδ (11)

为了获得阻尼项耗散的能量, 式 (11) 中碰撞中

间过程对应的相对变形速度需要表示成相对变形量

的函数以确保式 (11)能被积分. 由此, 该模型认为在

压缩结束阶段碰撞体的初始动能被分为两部分: 一
部分被转化为弹性势能, 一部分为碰撞后系统的动

能; 其表达式为

U(m) = T (−)−T (+) =
1
2

m1v2
1i+

1
2

m2v2
2i−

1
2

(m1+m2)v2
12

(12)

其中 v12 为压缩结束时碰撞体的共同接触速度. 此
时, 同样根据动量守恒原则, 其共同接触速度可表示为

m1v1i+m2v2i = (m1+m2)v12⇒
v12 = (m1v1i+m2v2i)/ (m1+m2) (13)

将式 (13) 代入式 (12), 压缩结束阶段的应变能可写

为

U(m) =
1
2

M
(
δ̇(−)

)2
(14)

另外, 压缩结束阶段的应变能也可通过弹性力做功

表示

U(m) =
w δmax

0
Kδndδ =

K
n+1

δn+1
max (15)

联立式 (14) 与式 (15), 可以获得相对初始速度与最

大相对接触变形量之间的关系

δ̇(−) =

√
2K

M (n+1)
δ

n+1
2

max (16)

根据该式, 式 (10)改写成

∆E = αM
(
δ̇(−)

)3
=

α
√

M

(
2K

n+1

) 3
2

δ
3(n+1)

2
max (17)

0 < δ <

δmax

然而 ,  对于中间接触过程 (相对变形量  

 ), 根据能量守恒, 其接触过程被认为是初始碰撞

动能不断向势能转化的过程

1
2

Mδ̇2 =
1
2

M
(
δ̇(−)

)2−
w δ

0
Kδndδ (18)

将式 (14) 与式 (15) 代入式 (18), 中间接触过程对应

的相对变形速度可表示为

δ̇ =

√
2K

M (n+1)

√
δn+1

max−δn+1 (19)

将式 (19) 代入式 (11), 由此可以通过对阻尼项积分

获得碰撞过程中的能量损耗

∆E =
z

χδnδ̇dδ ≃ 2
w δmax

0
χδnδ̇dδ =

2χ
√

M

√
2K

(n+1)

w δmax

0
δn

√
δn+1

max−δn+1dδ =

2χ
√

M

√
2K

n+1

(
1

n+1

)
2
3
δ

3(n+1)
2

max
(20)

联立通过碰撞过程能量守恒获得的式 (17)与通过对

阻尼项积分获得的式 (20), 再利用恢复系数是初始

相对碰撞速度的线性函数的假设式 (9 ) ,  Hun t -
Crossley模型对应的迟滞阻尼因子可表示为

χ =
3K (1− cr)

2δ̇(−)
(21)

迟滞阻尼因子是 Hertz 接触刚度、恢复系数与

初始相对碰撞速度的函数, 该迟滞阻尼因子推导的

关键步骤有 4点: (1) 假设恢复系数是相对初始碰撞

速度的线性函数[63]; (2) 在假设条件 (1)的情况下, 根
据能量守恒原则将耗散能量表示为相对初始碰撞速

度的函数[64]; (3) 假设在压缩结束时刻, 系统初始动

能被转化为碰撞后系统的动能与势能[46]; (4) 将中间

碰撞过程对应的相对变形速度表示为相对变形量的

函数, 以便对阻尼项积分时获得碰撞过程的能量耗

散[11]. 通过以上两种不同思路推导的碰撞过程中的

能量耗散完全等价, 以此获得连续接触力模型中的

迟滞阻尼因子.
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以 Hunt-Crossley模型[33] 的推导过程为基础, 其
他 8 种迟滞阻尼因子——包括 Lankarani-Nikravesh
模型[65-66]、Zhiying-Qishao 模型[67]、Flores 等模

型 [68](首次提出该模型中的迟滞阻尼因子的是文

献 [69])、Hu-Guo 模型 [ 7 0 ]、Shen 等模型 [ 7 1 ]、

Safaeifar-Farshidianfar 模型[42]、Zhang 等模型[72-73]

与 Zhao 等模型[21]——在推导过程中采用了不同的

假设或近似计算的方法获得的阻尼表达式不尽相同;
例如 Lankarani-Nikravesh模型[65-66] 认为恢复系数为

常数, 并未假设其为相对初始碰撞速度的函数以此

获得另外的迟滞阻尼因子 .  Flores 等模型 [ 6 8 - 6 9 ]

则认为在压缩结束阶段系统的初始动能分为三个部

分: 一部分为碰撞后的系统动能, 一部分为损耗的能

量, 另一部分能量被转化为势能; 以此获得新的迟滞

阻尼因子.
除此之外, 其他接触力模型在推导过程中将碰

撞行为等效为非受迫的弹簧阻尼系统, 通过近似求

解非线性振动方程的方式获得阻尼因子[74-75]

Mδ̈+Dδ̇+Kδ1.5 = 0 (22)

δ̈

χ = Kβ
/
δ̇(−)

β

其中, D 为阻尼系数;    为相对变形加速度. 由于该方

程没有解析解, 一般通过近似求解的方式进行求解,
并在此过程中假设恢复系数为初始碰撞速度的函

数, 或者直接将迟滞阻尼因子假设为   的形

式 (其中   为恢复系数的函数). 根据此方法推导迟滞

阻尼因子的模型包括 Herbert-McWhannell 模型[76]、

Gonthier 等模型[75]、Carvalho-Martins 模型[14]、

Gharib-Hurmuzlu 模型[77] 与 Hu 等模型[78]. 此外, 还
有一种颇具争议的推导方法, 即 Lee-Wang 模型[79]

将碰撞过程视为线性的弹簧阻尼系统, 通过线性振

动方程的解析解来获得阻尼因子; 然而, 在其接触力

模型中仍然保留了非线性的 Hertz接触刚度, 前后存

在明显矛盾[68,80]. 感兴趣的读者可以查阅相关文献

[79], 表 1中给出了 15种连续接触力模型的表达式[45],

表 1   迟滞接触力模型 (阻尼项分母中含有初始相对碰撞速度)

Table 1    Contact force models with hysteresis damping factors (the denominators of the damping force do not
include the initial impact velocity)

F = Kδn + χδm δ̇Continuous contact force model   Power exponent n Impact parameter m χHysteresis damping factor 

Hunt-Crossley model [81] 3/2 3/2 χ =
3(1− cr)

2
K
δ̇(−) 

Herbert-McWhannell model [82] 3/2 3/2 χ =
6(1− cr)[

(2cr −1)2 +3
] K
δ̇(−) 

Lee-Wang model [79] 3/2 3/2 χ =
3(1− cr)

4
K
δ̇(−) 

Lankarani-Nikravesh model[66] 3/2 3/2 χ =
3
(
1− c2

r

)
4

K
δ̇(−) 

Gonthier et al. model[83] 3/2 3/2 χ ≈ 1− c2
r

cr

K
δ̇(−) 

Zhiying-Qishao model [67] 3/2 3/2 χ =
3
(
1− c2

r

)
e2(1−cr )

4
K
δ̇(−) 

Flores et al. model [68] 3/2 3/2 χ =
8(1− cr)

5cr

K
δ̇(−) 

Gharib-Hurmuzlu model [77] 3/2 3/2 χ =
1
cr

K
δ̇(−) 

Hu-Guo model [70] 3/2 3/2 χ =
3(1− cr)

2cr

K
δ̇(−) 

Hu et al. model [78] 3/2 3/2 χ = − 6.66 26lncr

3.852 38+ lncr

K
δ̇(−) 

Shen et al. model [71] 3/2 3/2 χ =
3(1− cr)

2c0.89
r

K
δ̇(−) 

Carvalho-Martins model [14] 3/2 3/2 χ =
3(1− cr) (11− cr)

2(1 + 9cr)
K
δ̇(−) 

Safaeifar-Farshidianfar model [42] 3/2 3/2 χ =
5(1− cr)

4cr

K
δ̇(−) 

Zhang et al. model [83] 3/2 3/2 χ =
3(1− cr)

2
(
0.618e−3.25cr +0.899e0.090 25cr

)
cr

K
δ̇(−) 

Zhao et al. model [21] 3/2 3/2 χ =
4(1− cr)
1.302cr

K
δ̇(−) 
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图 3描述了表 1中部分连续接触力模型中接触力与

变形量的变化趋势.
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图 3   常见连续接触力模型的力与变形量之间的关系[51]

Fig. 3    Force-deformation relationship of
the common contact force models[51]

 

表 1中的连续接触力模型有以下特点: (1)能量

指数 n 与接触参数 m 均等于 1.5[44]; (2) 所有迟滞阻

尼因子均是接触刚度、恢复系数与相对初始碰撞速

度的函数[84]; (3)所有迟滞阻尼因子的分母中均含有

初始相对碰撞速度[33,85]. 该类连续接触力模型在计

算具有初始速度接触体的碰撞行为时, 由于其数学

结构简洁[46], 并在计算碰撞问题时只需要判断接触

是否发生, 不需要判断接触行为处于压缩阶段还是

恢复阶段[86-87], 其计算流程相对简单; 因此该类模型

被广泛应用于多体系统动力学软件中 (ADAMS 与

RecurDyn 等)[88]. 然而, 该类模型也存在不可调节的

缺陷, 由于该类模型中阻尼项分母中含有初始碰撞

速度, 限制了该模型对颗粒物质中孤立波传播特性

刻画的能力[89-92]. 因为颗粒物质的初始状态一般处

于静止状态, 以至于颗粒物质间的相对碰撞速度等

于零[93]; 该接触状态导致表 1 中连续接触力模型的

阻尼项无穷大, 这显然违反了颗粒物质间的物理属

性[8]; 同时也给颗粒物质的数值仿真引入了数值奇

异问题[8,94-96]. 从表 1中连续接触力模型的迟滞阻尼

因子推导过程发现, 导致阻尼项分母中含有初始相

对碰撞速度的原因有以下 3点: (1)利用能量守恒原

则推导碰撞过程的能量耗散[97]; (2)假设恢复系数是

初始相对碰撞速度的函数[61]; (3)直接将阻尼系数假

设成分母中含有初始碰撞速度的形式[78]. 以上三类

因素均直接或者间接与初始相对碰撞速度相关, 以
至于推导过程中在迟滞阻尼因子分母中引入了初始

碰撞速度.

 1.2    等效黏性阻尼

为了避免阻尼项分母中含有相对初始碰撞速度

带来的数值奇异问题, 在推导阻尼因子时绕开上述

相关假设[98] 与避免借助碰撞前后的能量守恒原则;
将碰撞行为等效为单自由度的弹簧−阻尼模型 (如
图 4), 并直接对单自由度欠阻尼非受迫振动方程求

解, 就能获得分母中不含初始碰撞速度的黏性阻尼

项[28,31,68].
该类模型分为线性和非线性两类系统: (1)假设

系统的刚度系数为常数, 其阻尼系数通过求解单自

由度线性振动方程获得, 该类具有代表性的接触力

模型为Maxwell模型[8]; 该模型与 Kelvin-Voigt模型

类似, 但是 Maxwell 模型的阻尼系数是恢复系数的

函数; (2)考虑 Hertz接触模型的非线性特征, 基于非

线性弹性碰撞行为特征建立的单自由度非线性振动

系统的动力学模型 (如式 (22)), 通过近似求解该动

力学方程获得接触力模型中的阻尼因子; 或者直接

利用经验值确定其阻尼系数[74-75,99]. 为了清楚地诠

释该类模型与表 1 中模型的区别, 有必要分别介绍

线性与非线性系统中阻尼系数的推导过程, 为该文

后续的接触力模型分析奠定基础.
(1) 线性碰撞行为对应的振动方程

Mδ̈+Dδ̇+KLδ = 0 (23)

KLδ

需要注意的是: 参数 KL 是线性弹簧的刚度, 而
不是 Hertz接触刚度, 所以方程 (23)中弹性力项 

的变形量指数为 1, 其具体原因将在 4.1小节解释接

触力模型中刚度系数与指数系数关系的重要性.
式 (23)作为常见的欠阻尼非受迫振动系统的动

力学方程, 其解析解为

δ (t) = Ae−ξωt sin(ωdt+ϕ) (24)

ϕ ω ω =
√

KL/M

ωd ωd = ω
√

1− ξ2 ξ

ξ = D/ (2Mω)

其中, A 为振幅;    为相角;    为振动频率   ;
 为固有频率    ;     为振动系统的阻尼

比   .
其中系统的幅值和相角可由振动系统的初始条

件获得

 

D

K

M

δ δ (−)
-

 
图 4   弹簧−阻尼模型

Fig. 4    The spring-damper model
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t = 0, δ = 0⇒ 0 = sinϕ

t = 0, δ̇ = δ̇(−)⇒ δ̇(−) = Aωd cosϕ

}
⇒ ϕ = 0,A =

δ̇(−)

ωd
(25)

将式 (25)代入式 (24), 线性系统的解析解为

δ (t) =
δ̇(−)

ωd
e−ξωt sin(ωdt)

ωd = ω

√
1− ξ2 =

√
4MKL −D2

2M

 (26)

整个碰撞过程的持续时间为

t1 =
π
ωd
= π

[
KL

M
−

( D
2M

)2]− 1
2

(27)

另外, 根据式 (26), 可以获得振动系统的变形

速度

δ̇ (t) =
δ̇(−)

ωd
e−ξωt [−ξωsin(ωdt)+ωd cos(ωdt)

]
(28)

因此 ,  当碰撞行为结束时变形量完全恢复 ,  将式

(27)代入式 (28), 其相对变形速度为

δ̇ (t1) = δ̇(−)e−ξωt1 (29)

最后, 根据 Newton恢复系数的定义

cr =
δ̇ (t)
δ̇(−)

(30)

将式 (29) 与式 (27) 代入式 (30), 线性振动系统的阻

尼系数为

cr =
δ̇ (t1)
δ̇(−)

=
δ̇(−)e−ξωt1

δ̇(−)
⇒ cr = e−ξωt1 ⇒ lncr = −ξωt1

⇒ lncr = −
D

2Mω
ω
π
ωd
= − πD

2Mωd

⇒ D = 2 |lncr |
√

KLM

π2+ ln2cr (31)

Maxwell模型的数学表达式为

F = KLδ+Dδ̇ (32)

(2) 非线性碰撞行为对应的振动方程

M
(

d2δ

dt2

)
+D

(
dδ
dt

)
+Kδ

3
2 = 0 (33)

cr = − δ̇/δ̇(−)根据 Newton 恢复系数的定义有    . 假设

阻尼系数的形式为

D = α(MK)
1
2 δ

1
4 (34)

α其中   为恢复系数的函数.

δ̇ = dδ/dt将式 (34)代入式 (33), 利用   消除时间参数 t,
将非线性方程改写为

δ̇
(
dδ̇

/
dδ

)
+α(K/M)

1
2 δ

1
4 δ̇+ (K/M)δ

3
2 = 0 (35)

为了获得相对变形速度, 对上式进行无量纲化, 即
定义

ˆ̇δ = δ̇
/
δ̇(−), δ̂ = δ

5M
(
δ̇(−)

)2

4K


− 2

5

(36)

无量纲化后, 式 (35)改写为

ˆ̇δ

dˆ̇δ
dδ̂

+ 5
4
δ̂

3
2 +

√
5
4
αδ̂

1
4 ˆ̇δ = 0 (37)

通过对上式积分可以获得相对碰撞速度, 以此导出

阻尼系数

D = α
√

MKδ
1
4 (38)

α =

√
5ln2cr

π2+ ln2cr
其中    . 因此, 基于 Hertz 理论的非线

性连续接触力模型为

F = Kδ
3
2 +α

√
MKδ

1
4 δ̇ (39)

式 (39) 正是被广泛应用于颗粒物质仿真软件

(EDEM)中的连续接触力模型[100]. 显然, 该模型中阻

尼项不涉及初始相对碰撞速度引起的数值奇异问

题, 有效避免了迟滞阻尼针对颗粒物质碰撞行为仿

真的缺陷[101]. 其他接触力模型的阻尼系数推导方式

均借鉴了上述线性或非线性动力学方程的求解策

略, 采用了不同的近似手段和假设发展了其他 6 种

类似的模型. 表 2 中给出了接触力模型的阻尼项分

母中不含初始碰撞速度的接触力模型, 此类模型主

要应用于颗粒物质的数值仿真[90,93,102].

 1.3    等效接触力模型中阻尼系数的讨论

显然, 1.1节中通过碰撞过程中能量与动量守恒

原则获得阻尼与频率无关, 但可保证碰撞前后系统

的能量守恒[46]; 1.2节中通过求解振动方程获得与频

率相关的黏性阻尼, 但无法保证碰撞前后系统的能

量守恒[11,105]. 两类阻尼在碰撞模型中不仅推导方式

与使用背景不同, 而且其展现的接触动力学行为也

不尽相同[106-107]. 为了详细说明两类阻尼的不同之

处, 假设两个相同的钢球在拥有不同初始速度 (分别

为 0 与 8 m/s) 下发生碰撞行为, 其中小球的半径为

0.02 m, 杨氏模量为 2.07 × 1011 Pa, 泊松比为 0.3. 图 5
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中给出了两种不同接触力模型 (Hunt-Crossley
模型中的阻尼为迟滞阻尼, EDEM 软件中的接触力

模型[108] 对应其黏性阻尼) 中阻尼力的对比情况; 其
中迟滞阻尼随着接触变形量的增大缓慢增加, 当碰

撞行为处于压缩阶段的结束阶段时, 其碰撞速度趋

近于 0以至于其阻尼力从最大值 (8000 N)急剧减小

至 0 N; 在恢复起始阶段虽然相对接触速度较小但其

接触变形量较大, 以至于相对接触速度发生较小变

化其阻尼力将急剧增加; 另外, 在恢复的结束阶段其

接触变形量为 0 以至于其阻尼力也为 0. 因此, 包含

迟滞阻尼的接触力模型中描述能量损耗的阻尼环不

会出现“拉力”区域 (见图 5), 其主要原因在于恢复结

束阶段其阻尼力快速趋近于 0. 相反, EDEM 软件中

的接触力模型中黏性阻尼力虽然在整体趋势上与迟

滞阻尼力保持一致 (见图 6), 符合碰撞行为中阻尼项

的表现形式; 但是在细节上存在明显的区别. 在压缩

起始阶段与恢复结束阶段, 黏性阻尼力戏剧化地增

加, 其原因在于黏性阻尼力中 δ0.25 在接触变形量较

小时其值较大. 因此黏性阻尼力在压缩起始阶段与

恢复结束阶段明显大于迟滞阻尼, 这也是为什么黏

性阻尼对应的阻尼环会在恢复临近结束阶段出现

“拉力”区域 (见图 6). 黏性阻尼力在经过极速增加区

域后, 当接触变形量逐渐增大时, 阻尼力缓慢增加;
即使在靠近压缩结束阶段时其阻尼力也是缓慢减

小, 与迟滞阻尼力急剧减小不同. 另外, 关于“拉力”
区域另一种直观的解释为: 该区域对应的接触变形

量大于 0, 但其碰撞力为负值; 原因在于恢复结束阶

段其阻尼力大于弹性力. 由于该类模型主要用于颗

粒物质之间的接触碰撞行为描述 [109-111], 由于该区

域在整个阻尼环中只出现在恢复的结束阶段对大量

颗粒物质之间的碰撞行为与颗粒之间孤立波的传播

基本不产生影响, 这也正是该模型在 EDEM软件[108]

中被广泛使用的原因. 图 5 中两类接触力模型中力

与接触变形量之间的关系在整体趋势上保持一致,
但包含黏性阻尼的接触力小于其包含迟滞阻尼的接

触力, 其原因在于最大迟滞阻尼力大于最大黏性阻

尼力 (因为两类接触力模型中 Hertz 弹性项相同).

表 2   黏性接触力模型 (阻尼项分母中不含初始相对碰撞速度)

Table 2    Contact force models with viscous damping factors (the denominators of the damping force do not
include the initial impact velocity)

F = Kδn + χδm δ̇
Continuous contact force model

 
Power exponent n Impact parameter m χViscous damping factor 

Kuwabara and Kono [103] 3/2 1/2
χ =

K
2

(3η2 −η1)2

3η2 +2η1

(
1− ν2

)
(1−2ν)

Eν2 η1,η2   (    are effective Young's modulus)

Tsuji et al. [100] 3/2 1/4
χ =
√

5
2

D,D = 2 |lncr |
√

KM

π2 + ln2cr
 

Jankowski [74] 3/2 1/4 χ = 9
√

5
1− c2

r

cr [cr (9π−16)+16]

√
KM 

Lee and Wang[79] 3/2 0 χ = T D,D = 2 |lncr |
√

KM

π2 + ln2cr
,T =

δ+ |δ|
2δ

exp
{ q
ε

[(δ−ε)− |δ−ε|]
}

ε q

 

(   ,     are constants with unit m)

Schwager and Poschel [74] 3/2 0.65 empirical

Lee and Herrmann [104] 3/2 1 empirical

Ristow [104] 3/2 1 empirical
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图 5   两类阻尼的比较

Fig. 5    Comparative analysis between two different damping systems
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图 6   拥有不同阻尼类型的接触力模型

Fig. 6    Contact force models with different damping systems
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 1.4    能量指数与接触刚度之间的关系

关于能量指数与接触刚度的关系往往被大家所

忽略而造成不易察觉的错误. 大家通常认为 Hertz模
型中能量指数等于 1 时[51], 其数学表达式就是弹性

力学中的胡克定律; 其实两者之间并没有直接的联

系, 并且该观点从量纲的角度出发就不正确. 因为

Hertz 刚度的单位为 N/m1.5, 当能量指数等于 1 时,
最后获得接触力的量纲不是 N, 明显违反了力学常

识. 这也是为什么 Hertz 接触模型中能量指数等于

1.5, 说明接触体为金属材料且接触应力呈抛物线分

布 (这里需要注意的是: Hertz 接触刚度本身是一个

特殊的物理量, 有别于传统的刚度系数 (变形量相关

的系数); 而 Hertz 接触刚度完全取决于接触体的几

何与材料属性且独立于接触变形量). 因此, 能量指

数的大小必须与接触刚度的量纲保持一致, 否则将

造成不易察觉的错误 , 例如表 2 中的 Kuwabara-
Kono模型[103] 与 Lee-Wang模型[79], 就忽视了 Hertz
接触刚度量纲与能量指数的关系; 很明显, Kuwabara-
Kono模型中阻尼力的量纲为 N/s; Lee-Wang模型中

阻尼力的量纲为 N/m0.25. 以上两种模型已经在颗粒

物质的动态仿真中有所应用, 并取得了 “合理”的仿

真结果, 但依然不能避免量纲不正确的缺点.
那么在何种情况下, 基于 Hertz理论扩展的连续

接触力模型中的能量指数会发生变化？一般有两种

情况能量指数会发生变化: (1) 接触材料不再是金属

材料, 而是玻璃或者高分子聚合物等材料, 直接影响

了接触应力的分布形式; (2) 其接触形式发生变化,
由点接触变化为线接触或者面接触. 然而, 至目前为

止就表 1 与表 2 中的接触力模型而言, 这种情况还

未发生[51]; 也就是说, 只要是基于 Hertz接触模型拓

展的考虑能量耗散的接触力模型, 其能量指数必定

等于 1.5; 除非改变接触刚度的数学表达式, 使得接

触刚度系数的单位不再是 N/m1.5.
另外, 为什么要一直强调, 接触刚度与能量指数

的关系很容易被忽视, 并且导致不易察觉的错误. 因
为在数值仿真当中, 以考虑间隙关节的多体系统动

力学仿真为例, 间隙关节元素之间的碰撞行为属于

典型的多重碰撞与多重压缩问题, 一般采用连续接

触力模型计算其碰撞力; 其中间隙关节元素之间的

相对接触变形量一般在 [1 × 10−10, 1 × 10−5] m, 其能

量指数的大小决定了接触力的大小处于不同的数量级;
直接影响间隙关节元素之间的接触碰撞判定条件.

δn

例如文献 [51, 112-113]中接触模型的刚度系数单位

为 N/m2, 但假设其能量指数仍然等于 1.5, 此时仍能

获得“合理”的仿真结果, 且该类错误很难发现. 如果

为了配合接触刚度的量纲, 假设能量指数等于 2; 此
时其接触力将处于另一个量级甚至约等于零, 这将

原本处于接触的碰撞体根据其仿真结果判定为未接

触, 给考虑间隙关节的多体系统动力学仿真带来了

严重的数值仿真问题; 其根本原因在于能量指数的

大小直接改变了   的数量级, 具体细节可以参考文

献 [51].
造成以上错误的根本原因在于对连续接触力模

型中 Hertz接触刚度的改进, 使接触力模型中的刚度

与接触变形量之间产生耦合关系, 从整体上改善接

触力模型的精度. 另外, 为了改善表示能量耗散的阻

尼因子的精度, 甚至通过拟合能量指数的方式; 然
而, 在此过程中忽略了接触刚度与能量指数之间的

协调关系. 由此可见, 为了改善接触力模型的精度,
最好的方式是不断改进表示能量耗散的阻尼因子的

精度; 而不建议在忽略接触刚度量纲与能量指数之

间关系的情况下, 对接触刚度进行改进; 更不可基

于 Hertz接触刚度的情况下对能量指数进行拟合. 除
非同时改变接触刚度, 并保证接触刚度与能量指数

之间的协调关系以确保接触力量纲的正确性.

 1.5    关于等效连续接触力模型的讨论

F = Kδn

D = χδn

F = Kδn + χδmδ̇

10−5
√

E/ρ

ρ

当前所有的连续接触力模型 (见表 1与表 2)均
是人为的在 Hertz接触力模型[15-16](   )中引入

表示能量耗散的阻尼项 (    ) [ 1 14 ] ,  将准静态

Hertz 接触力模型扩展为可表示能量耗散的动态连

续接触力模型 (   )[15-16]. 然而, 通过上述

连续接触力模型描述碰撞行为存在以下四个方面的

问题: (1)虽然可通过对阻尼项积分将碰撞过程中的

能量耗散均匀化分布在压缩与恢复路径上[65], 但是

无法通过人为添加的阻尼因子解释能量耗散的物理

原因[115]; (2) 在碰撞体几何形状与材料属性确定的

情况下, Hertz接触刚度可描述低速碰撞环境下的弹

性碰撞 (碰撞速度低于临界弹性碰撞速度   ,
 为碰撞体的密度)[66]; 然而当碰撞速度大于临界弹

性碰撞速度时, 碰撞体将发生弹塑性变形[116]; 此时

的 Hertz 接触刚度高估了弹塑性碰撞阶段的接触刚

度, 无法正确描述弹塑性碰撞行为[117]; 以至于目前

连续接触力模型中的接触刚度在弹塑性接触过程中

高估了压缩过程中的应变能与接触力的大小 [61];
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(3)在碰撞过程中, 一部分能量在局部接触碰撞过程

中被损耗, 另一部分能量在压缩过程中以应变能的

形式储存在碰撞体中, 并以应力波的形式影响未受

冲击区域的变形状态[118], 但是当前的连续接触力模

型均未考虑碰撞引起的应力波在接触体中的传播效

应[119]; (4)为了分析碰撞引起的应力波传播效应, 需
要借助连续介质力学对碰撞问题进行求解, 研究柔

性碰撞体在吸收应变能之后的变形状态; 当碰撞时

间接近或者大于接触体的基础振动周期时, 碰撞激

发的应力波将从边界返回并达到碰撞位置[120], 与还

没有结束的碰撞过程产生耦合效应激发多重压缩−
恢复等过程[121]. 然而, 由于连续接触力模型关于弹

塑性碰撞过程中能量损耗与接触力的计算存在偏

差, 影响了柔性体吸收能量的大小, 以至于在接触碰

撞持续时间与相对碰撞速度的预测上存在误差, 使
得多体系统中碰撞行为与柔性变形之间的耦合关系

变得更加复杂. 因此, 正确表征碰撞过程中的能量耗

散对于揭示能量耗散机理至关重要[122], 也是揭示多

体系统中碰撞与整体系统柔性特征之间耦合关系的

前提条件.
更重要的是, 由于压缩过程中系统能量等于初

始碰撞动能减去碰撞体吸收的应变能

1
2

Mδ̇2 =
1
2

M
[
δ̇(−)

]2−
w δ

0
Kδndδ (40)

该等式清楚地描述了压缩行为本质上是初始动能不

断向应变能转化的过程. 然而, 在能量的转化过程中,
因为 Hertz 接触刚度明显大于弹塑性变形阶段的接

触刚度, 根据式 (40)可知, 在弹塑性碰撞的压缩过程

中碰撞初始动能转化为应变能的效率变快, 以至于

能量快速被消耗而改变了碰撞接触时间, 同时也改

变了接触速度的变化规律. 另外, 由于阻尼因子是接

触刚度与恢复系数的函数, 所以对阻尼因子积分计

算碰撞过程中能量耗散时, 会发现压缩过程中耗散

能量[61] 明显比实际情况多 (由于接触刚度的原因),
且耗散速度比实际的快, 无法准确计算碰撞过程经

历的时间. 图 3中可以看出耗散能量多 (迟滞环的面

积越大) 的接触力模型不仅相对侵入深度较小且相

对碰撞速度变化急促. 所以, 当前动态连续接触力模

型描述弹塑性碰撞行为能量耗散不准确的根本原因

在于压缩过程中接触刚度与实际情况不符. 更进一

步, 正因为 Hertz接触刚度高估了弹塑性碰撞阶段的

接触刚度, 改变碰撞体在压缩过程中吸收能量的效

率, 进而影响碰撞过程中的能量损耗, 使多体系统中

弹塑性碰撞行为与柔性变形之间能量传播与耗散机

制更加复杂, 无法准确获得弹塑性碰撞引起系统振

动机理的真实原因.

 2     准静态接触力模型的研究现状

10−5
√

E/ρ

在实际碰撞行为中, 弹塑性碰撞行为相比纯弹

性碰撞现象更加常见, Lankarani等[66] 指出当初始碰

撞速度大于或者等于   (说明较小的碰撞速

度就能引起接触体的局部弹塑性变形) 时碰撞表面

将会出现永久接触变形. 魏悦广等[123] 强调碰撞体在

重载荷下必须考虑接触体的弹塑性变形. 在当前高

端工程装备与航空航天等领域, 经常面临高速重载

轻质的工况环境, 因此, 相比纯弹性碰撞现象, 弹塑

性接触碰撞现象更值得关注.
最早弹塑性变形现象的研究主要来源于人们对

接触材料硬度与工程机械中结合面粗糙度的探

索[124]. 其原因在于现实中根本不存在完全平整的接

触面, 物体的接触表面实际上是由众多几何尺寸不

同的微凸体构成 (如图 7[125] 为了便于研究一般近似

假设微凸体的形状为圆柱形、球体、正弦波或者波

浪形[19,52]; 其中球体之间的碰撞行为在实际工程应

用中普遍存在), 即从宏观角度上看似光滑平整的零

件表面, 但实际上其表面接触形貌呈现不同程度的

粗糙和凹凸不平的特征[126]. 两个机械表面的真实接

触情况是许多离散微凸体相互挤压与滑动的过程,
导致其粗糙表面的真实接触面积远小于名义接触面

积[127], 造成了在极小的真实接触面积上承受较大

的载荷, 以至于产生弹塑性变形最终导致其局部表

面被压溃[127], 通常情况下塑性变形必定伴随着弹性

变形[128].
一般而言, 接触行为按照是否“贴合”分为协调

接触  (conforming contact) 和非协调接触  (non-
conforming contact) [129]. 其中协调接触为两个固体表

面在无变形时精确地或者相当接近地 “贴合” 在一
 

(a) (b)

(c) (d)

800 nm

 
图 7   表面粗糙度形貌

Fig. 7    The surface roughness topography
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起; 而非协调接触为具有不相似外形且无变形的两

个固体接触时, 首先在一个点或沿一条线相碰, 分别

称为点接触和线接触. 以上对协调与非协调接触的

定义是从宏观接触表面出发, 忽视了表面粗糙度对

接触行为的影响[20,47]. 然而, 当从微观接触表面出发

时, 任意接触表面均不可能出现“贴合”的接触行为,
而是均为点接触或者线接触; 因此, 当考虑接触表面

微观粗糙度时, 其协调接触与非协调接触并没有明

显的界限, 均可视为非协调接触[130-132].
当忽略接触过程中应变率的变化与塑性流, 并

认为接触体各向同性, 一般将整个接触过程分为完

全弹性阶段、弹塑性阶段和完全塑性等三个阶段[133].
其中在完全弹性接触阶段, Hertz理论提供了一个封

闭的力学本构关系; 一旦接触行为达到材料的屈服

极限, 其接触行为将进入弹塑性阶段; 作为完全弹性

和完全塑性变形的过渡阶段, 使得整个接触行为连

续的弹塑性本构方程则相对难以获得[12]; 当达到弹

塑性接触变形的极限时, 接触行为将进入完全塑性

阶段, 该阶段的本构关系只有在简单的假设条件下

才能获得其解析解[9,134].
最早对完全塑性问题的研究源自于人们对材料

硬度的探索, 1900年 Brinell研究了塑性变形区域的

应力分布[52], 并提出接触体的硬度为接触力除以接

触区域的整体面积; 随后, 1908 年 Meyer 认为接触

材料的硬度等于接触力除以在压痕方向上的接触投

影面积 [ 1 3 5 ] (值得注意的是 ,   1933 年 Abbot t 与
Firestone在研究轴承表面特征的文章中并没有提及

接触过程中塑性变形的工作[9]). 1948 年 Tabor[136]

在 Ishlinskii的基础上分析了一个硬性球形压头被压

入一个软性金属的表面, 当外力卸载时, 金属表面发

生了塑性的永久变形. 1972 年, Lee 等[137] 利用有限

元与实验测量的方式获得接触材料硬度与压痕深度

没有必然的联系. 1985 年 Sindair 等[138]在忽略摩擦

的情况下研究了刚性球体与弹塑性半空间接触体之

间的压痕, 分析了接触过程中的应力与应变之间的

关系. 1986年 Johnson[135] 系统地研究了不同几何形

状接触体在完全弹性和弹塑性以及完全塑性接触阶

段的本构关系, 获得了一系列适用于不同接触场合

的有效弹塑性接触力模型.
直到 1987 年, Chang 等[139](CEB 模型) 基于统

计模型根据 G-W 模型的假设条件研究了粗糙接触

表面在大载荷下的弹塑性变形状态, 首次提出了包

含弹性和塑性变形阶段的准静态接触模型. 然而,
CEB模型[139] 在描述完全弹性阶段过渡到完全塑性

阶段出现了不连续现象, 即塑性阶段的本构关系并

不能使接触过程从弹性阶段平滑地过渡到塑性阶

段 .  为了弥补 CEB 模型中的不连续特征 ,  Zhao-
Maletta-Chang (ZMC模型) [87] 利用多项式插值的方

式描述弹塑性接触阶段的力与变形之间的关系; 然
而, 该模型依然没有很好地解决 CEB模型的不连续

问题. Thornton[140] 在忽略弹塑性过渡阶段的情况下,
基于 Hertz 理论提出了可连续描述整个接触过程

(包括完全弹性和塑性变形) 的接触力模型. 在此基

础上, Johnson[135] 推导了刚性球压入半空间的平均

接触压力与下压量的关系, 获得了简化的弹塑性接

触力模型. Stronge等[141] 基于 Johnson模型[142] 通过

修正压痕与接触半径之间的几何关系提出了包含弹

性、弹塑性与完全塑性变形的接触力与接触变形量

之间的函数关系式. 为了进一步提高准静态接触力

模型的精度 ,  并考虑到有限元方法的不断发展 ,
Jackson等[143] 基于有限元法根据Mises屈服理论提

出的 JG 模型, 证实了 ZMC 模型并没有很好解决

CEB 模型的不连续问题 .  另外 ,  Kogut 等 (KE 模

型)[144] 采用有限元法验证了 CEB 模型在塑性变形

阶段低估了接触力的大小, 而 ZMC模型在弹塑性阶

段低估了接触力的大小; 并提出了一种无量纲的连

续弹塑性本构方程可描述整个弹塑性接触过程 .
Shankar 等 [145] 利用有限元法扩展了 KE 模型与

JG 模型在弹塑性接触过中弹性阶段过渡到塑性阶

段的临界值. Zhang等[146] 利用有限元法在同时根据

Hertz理论与Mises屈服理论情况下, 忽略碰撞过程

中的摩擦效应, 根据不同接触阶段变形量与载荷之

间的关系基于 Newton-Raphson 方法获得弹塑性接

触阶段的接触力模型. Etsion等[147] 借助有限元法在

研究两个小球之间弹塑性碰撞过程中卸载阶段的力

与变形之间的关系, 以此为基础, 提出了可连续描述

弹塑性接触行为的力学模型. Du 等[148] 分析了两个

小球在发生弹塑性法向碰撞时的能量耗散, 提出了

可描述低速环境下发生的弹塑性碰撞行为, 并通过

有限元法验证了该模型中碰撞参数的合理性 .
Burgoyne等[149] 在研究颗粒物质中孤立波的传播特

征时, 采用有限元分析方法导出了材料性能的经验

函数, 提出可用于弹塑性碰撞行为仿真的准静态弹

塑性接触力模型, 并通过 Hopkinson 实验验证了该
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模型的正确性. Komvopoulos等[150] 采用拟合有限元

结果的方式将碰撞过程分为弹性、小变形的弹塑

性、中等变形的弹塑性与大变形的弹塑性等四个阶

段. 在类似的工作中, Brake[151] 做出了突出的贡献,
将弹塑性接触行为分为弹性、弹塑性和塑性接触阶

段, 其中弹性阶段服从 Hertz 理论, 塑性阶段服从

Johnson 理论或者利用 Meyer 硬度指数描述完全塑

性接触阶段; 忽略接触过程中硬度的变化, 利用多项

式插值的方式近似弹塑性接触阶段的本构方程. 马
道林等[117] 借助 Brake模型的思想, 利用合理的边界

条件改进了过渡阶段的函数关系 ,  基于 Johnson
弹塑性接触理论发展了可连续从弹性变形过渡到塑

性变形的准静态弹塑性分段接触力模型.
从准静态弹塑性接触力模型的发展历程可看出

该类模型的发展同样经历了从不连续到连续的演化

过程. 建立该类模型的方法主要分为 3 种: (1) 以固

体力学为基础, 在简化假设条件的情况下推导精度

较低的弹塑性解析模型; (2)借助有限元结果进行多

项式拟合获得半解析解的弹塑性接触力模型; (3)在
半解析弹塑性接触力模型的基础上, 通过合理的假

设与边界条件推导精确的解析解模型. 表 3 中给出

了 9 种常见的连续准静态弹塑性接触力模型, 图 8
中描述了表 3中准静态接触力模型中接触力与变形

量之间的关系.
  

表 3   连续准静态弹塑性接触力模型

Table 3    Continuous quasi-static elastoplastic contact force models
Quasi-static elastoplastic contact

model
Loading phase Unloading phase

Thornton (1997)[140]
F =


4
3

E∗
√

Rδ
3
2

(
δ < δy

)
Fy +πσyR

(
δ−δy

) (
δ > δy

)
δy σy Fy

 

   critical elastic deformation;    yield stress;   loading force

F =
4
3

E∗
√

Rp

(
δ−δp

) 3
2 ,Rp =

4E∗

3Fmax

(
2Fmax +Fy

2πσy

) 3
2

δp Fmax

 

   permanent deformation;   maximum
normal contact force

Stronge (2000)[63]

F =



4
3

E∗
√

Rδ
3
2

(
δ < δy

)
Fy

(
2δ
δy
−1

) (
1+

1
3ϑy

ln
(

2δ
δy
−1

)) (
δy ⩽ δ < δp

)
2.8Fy

ϑy

(
2δ
δy
−1

) (
δ ⩾ δp

)

Fy = πϑyσyR2
(

3π
4

)2(ϑyσy

E∗

)2

ϑy δy

σy δp

 

   ,   coefficient;   critical elastic;

   yield stress;   critical plastic deformation;

F =
4
3

E∗
√

R̄
(
δ−δ f

) 3
2

δ f = δc −δr , R̄ =
(

2δc

δy
−1

) 1
2

R

δc

δr

 

   maximum contact deformation;
   permanent deformation

Vu-Quoc and Zhang (2002)[152-153]

F =
(

2E∗

3R
(
1− ν2) )a3,a =

√
2Rδ F < Fy



aep = ae +ap,ap =

0
(
F < Fy

)
Ca

(
F −Fy

) (
F > Fy

)
δ =

(aep)2

2Rep

Rep =CRR

CR =

1.0
(
F < Fy

)
1.0 + Kc

(
F −Fy

) (
F > Fy

)

ν

 

 

Fy Normal yield load; Kc and Ca are the empirical parameters;
ae contact radius corresponding to the elastic region;    Poisson ratio

F =
(

2E∗

3R
(
1− ν2) )a3

e

ae =
[
2(CR)maxR (δ−δr)

]
δr

 

    permanent deformation

Kogut and Etsion (2002)[144]
F =



4
3

E∗
√

Rδ
3
2

(
δ

δy
< 1

)

Fc1.03
(
δ

δy

)1.425 (
1 ⩽

δ

δy
< 6

)

Fc1.40
(
δ

δy

)1.263 (
6 ⩽

δ

δy
< 110

)
δy

 

   critical elastic deformation; Fc loading force corresponding to the
beginning phase of the plastic deformation

F = Fmax

(
ω−ωres

ωmax −ωres

)np

,np = 1.5(ωmax)−0.0331

ω = δ
/
δy;ωmax = δmax

/
δy

δmax

ωres

 

 

Fmax maximum contact force;    maximum
contact

deformation;   residual deformation
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续表 3

Quasi-static elastoplastic contact model Loading phase Unloading phase

Jackson and Green (2005)[143]

F =


4
3

E∗
√

Rδ
3
2

(
δ

δy
⩽ 1.9

)
Fc

[
exp

(
− 1

4
ω

5
12

)
ω

3
2 +

4H
CS y

(
1− exp

(
− 1

25
ω

5
9

))
ω

] (
δ

δy
⩾ 1.9

)

C = 1.295exp(0.736ν) δy

ν

 

   ;   critical elastic deformation; H hardness;
Sy limit of yielding;   Poisson ratio; Fc critical elastic load

F =
4
3

E∗
√

R(δ−δr)
3
2

Rb = Rcosθ,θ =
ac

R

δr

 

   permanent deformation; ac contact radius in
the unloading phase

Du and Wang (2009)[154]
F =


4
3

E∗
√

Rδ
3
2 (δ ⩽ δe)

πRppδ−
p3

pπ3R2

12(E∗)2
(δ ⩽ δe)

pp =

(
1+

π
2

)
σy σy δe

 

   ;   yield strength;    critical elastic deformation

 

F =
4
3

E∗
√

Rb(δ−δres)
3
2

δres

 

   permanent deformation

Brake (2012)[151]

F =


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2
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(
δp −δy

) (
−2F′y −F′ p

)) ( δ−δy

δp −δy

)2

+
(
δp −δy

)
F′

(
δ−δy

δp −δy

)
+Fy

(
δy ⩽ δ < δp

)
3Fyπp0

4E

√
R
δy

(
4
(
δ

δy

)
+

c
Rδy

)
p0 ≈ H,c = a2

p −2Rδp,Fy =
4
3

E∗
√

Rδ
3
2
y ,Fp = p0πap

ap =
3Rπp0

4E∗
,F′ p = 2Rπp0,F′y = 2E∗

√
Rδy

δy δp

 

 

H hardness;    critical elastic deformation;    critical
plastic deformation

F =
4
3

E∗
√

R̄b

(
δ− δ̄

) 3
2

δ̄ = δm −
 3Fm

4E∗
√

R̄b


3
2
, R̄b = R+

1
2
δm

δm

 

    maximum contact deformation in the
loading phase; Fm maximum contact force in

the loading phase

Burgoyne and Daraio (2014)[149]

F =


4
3

E∗
√

Rδ
3
2

(
0 < δ < δy

)
δ (α+β lnδ)

(
δy < δ < δp

)
p0π (2Rδ+ c2)

(
δ > δp

)
α =

(
δpFy lnδp −δyFp lnδy

)/ (
δyδp(lnδp − lnδy)

)
β =

(
δyFp −δpFy

)/ (
δyδp(lnδp − lnδy)

)
Fy =

1
6

(R/ E∗)2
(
1.6πσy

)3
,Fp = p0π

(
2Rδp + c2

)
, p0 = c1σy

δy

δp σy

 

 

 

 

c1 and c2 are empirical parameters;     critical elastic deformation;
    critical plastic deformation;   yield strength

F =
4
3

E∗
√

Rp(δ−δr)
3
2

Rp =
4E∗

3Fmax

(
2Fmax +Fy

2πpy

)
, py = 1.6σy

δr = δmax −
 3Fmax

4E∗
√

Rp


2
3

δm

 

 

 

    maximum contact deformation in the
loading phase; Fm maximum contact force in

the loading phase

Ma and Liu (2015)[117]

F (δ) =



4
3

E∗R
1
2 δ

3
2 δ < δy

δ

(
c1 + c2 ln

δ

δc

)
+ c3 δy ⩽ δ < δp

Fp + k1

(
δ−δp

)
δ ⩾ δp

k1 = 2πRψσy,

Fp = δp

(
c1 + c2ln

(
ξ2/2

))
+ c3

c1 =
py

(
1+ ln

(
ξ2/2

))
−2ψσy

ln
(
ξ2/2

) πR,

c2 =
2ψσy − py

ln
(
ξ2/2

) πR

c3 = Fy − c1δy,

Fy = π3R2 p3
y/6E∗2

py = 1.61σy ξ ψ

δy δp

σy

 

 

   ;   and   are the dimensionless coeffcients;
    critical elastic deformation;    critical plastic deformation;

   yield strength

F (δ) =



4
3

E∗R
1
2 δ

3
2 δ < δy

4
3

E∗
(
Re) 1

2 (δ−δr)
3
2 δy ⩽ δ < δp

4
3

E∗
(
Re

p

) 1
2 (δ−δr)

3
2 δ ⩾ δp

Re
ep =

FeR
Fmax

,Fe =
4
3

E∗R
1
2 δ

3
2
y

Re
p =

Fe
pR

Fep
,Fe

p =
4
3

E∗R
1
2 δ

3
2
p

δr

 

 

 

   permanent deformation
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δy

δp

一般而言 ,  弹塑性接触行为在加载时分为弹

性、弹塑性与完全塑性接触阶段, 而在卸载时只有

弹性变形 (如图 8); 整个弹塑性接触行为的加载与卸

载阶段又称为压缩与恢复阶段. 图 8 中接触力模型

加载与卸载曲线的差异性与研究对象、接触材料属

性、边界条件以及曲线拟合与近似方式不一致有

关. 为了清楚描述整个弹塑性接触过程, 图 9给出了

表 3 中一般性的接触力与弹塑性变形量之间的关

系, 其中弹性阶段在整个弹塑性接触行为中只会在

初始接触阶段发生, 并且只占整个接触过程的极短

一部分, 几乎可以忽略[117]. 当接触变形量超过临界

弹性变形量   时, 接触行为进入弹塑性接触阶段, 其
接触力与变形量之间的关系近似线性; 当载荷继续

增加, 接触变形量进一步增大且超过临界塑性变形

量   , 接触行为进入完全塑性接触阶段, 其接触力与

变形量之间的关系基本为线性. 另外, 准静态弹塑性

接触力模型认为在弹性阶段没有能量耗散 (其加载

与卸载曲线完全重合), 且接触过程遵守 Hertz 理论.
当接触变形量大于临界弹性接触变形量时[117], 由于

在压缩过程中发生了弹塑性变形, 以至于其加载曲

线不再遵守 Hertz 接触理论[144](其接触刚度也不再

是 Hertz 接触刚度), 而卸载过程依然符合 Hertz 理
论, 最终准静态弹塑性接触力模型通过不同加卸载

曲线构成的封闭面积 (如图 9)描述了接触过程中的

能量损耗, 说明了接触过程中能量耗散是由于接触

力改变了压缩阶段接触体的本构关系. 以上的力学

现象是表 3中所有准静态弹塑性接触力模型的共性

特征 (注意: 表 3中所有模型设计的临界接触力与临

界变形量不尽相同, 具体的表达式请参考相关文献).
此外, 虽然表 3 中的弹塑性接触力模型可精确

捕捉弹塑性冲击过程中碰撞力与变形量之间的关

系, 但是, 需要在仿真计算过程中区分碰撞过程是处

于压缩阶段还是恢复阶段, 如果处于压缩阶段, 需要

判定当前接触变形量是否超过临界弹性变形量或者

临界塑性变形量[155-156]; 以此为依据, 根据不同阶段

的本构关系计算碰撞过程中的力学行为.
更重要的是, 每一次弹塑性接触的计算中均需

要保存永久变形量与最大接触变形量, 为下次碰撞

行为仿真做准备. 如此繁琐的计算流程尤其不适合

计算多重压缩和多重碰撞现象; 也正因为复杂的计算

流程导致该类模型虽然能准确描述弹塑性接触过程,
但没有在多体系统动力学的商业软件中被广泛应用.

 3     关于恢复系数的讨论

多体系统中碰撞行为导致的能量损耗不可避免[16],
恢复系数作为衡量冲击过程中能量耗散的一个全局

度量指标被广泛应用于工程与理论研究中, 它可描

述不同机制导致的能量耗散, 包括阻尼损耗、弹塑

性变形以及冲击波在接触体内的传播[157]. 常见的恢

复系数有四类[158]: Newton恢复系数, Poisson恢复系

数 ,  Stronge 恢复系数与 Hedrih 恢复系数 .  其中

Newton恢复系数根据碰撞过程中动量守恒, 利用碰

撞前后法向接触相对速度之比衡量碰撞过程中的能

量损耗, 其表达式为

cr = −
δ̇(+)

δ̇(−)
(41)

δ̇(+) δ̇(−)其中   为碰撞后的相对速度;    为碰撞前的相对

速度.
Poisson 恢复系数将碰撞过程分为压缩与恢复

两个阶段, 在压缩阶段碰撞体之间的相对法向速度

不断减小直至为零, 在恢复阶段利用压缩阶段储存

的冲量使相对法向速度为零的接触体分离, 于是通
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图 8   准静态弹塑性接触力模型

Fig. 8    Quasi-static elastoplatsic contact force model
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图 9   一般弹塑性接触力模型中力与变形量之间的关系

Fig. 9    Force-deformation relationship for a general elastoplastic contact
force model
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过碰撞恢复阶段与压缩阶段的冲量之比衡量碰撞过

程中的能量损耗, 其表达式为

cr =

w te

tc
Fdtw tc

ts
Fdt

(42)

其中 F 为接触力; tc 为压缩结束时间; te 为整个碰撞

过程结束时间; ts 为碰撞行为起始时间.
Stronge 恢复系数认为压缩过程中系统的动能

以应变能的形式储存在接触体中, 在恢复阶段通过

释放应变能将接触体分离, 因此利用碰撞前后吸收

的应变能来衡量碰撞过程中的能量损耗, 其表达式为

cr =

w δe

δc
Fdδ

w δc

δs
Fdδ

(43)

δe δc

δs

其中   为碰撞后对应的相对变形量;    为碰撞过程

中的最大相对变形量;    为接触开始的变形量.
Hedrih[159-160] 在研究两个沿着圆轨迹滚动小球

的正碰撞动力学行为时, 通过碰撞前后小球的相对

角速度定义了恢复系数, 其表达式为

cr = −
ω(+)

ω(−) (44)

ω(−) ω(+)其中   与   为碰撞前后小球之间的相对角速度.
以上四种根据不同物理量定义的恢复系数均是

为了衡量碰撞前后的能量耗散, 在本质上是等效的;
除非在斜碰撞行为中考虑了摩擦效应等因素. 一般

而言, 当恢复系数等于 1 时, 被称之为纯弹性接触,
即整个接触过程没有能量耗散; 当恢复系数等于

0 时, 被称之为完全塑性接触, 即碰撞行为完成后初

始动能被完全耗散.
对于表 1 与表 2 中的连续接触力模型而言, 在

利用该类模型计算碰撞行为时 , 必先确定恢复系

数[3,161-162]; 而恢复系数的取值精度则决定了多体系

统碰撞动力学的仿真精度. 目前在利用该类模型计

算碰撞行为时其恢复系数一般根据经验值或通过实

验确定, 而为了便于计算则一般采用经验值. 然而,
恢复系数在单纯表征能量耗散的情况下, 未考虑碰

撞引起的局部接触变形与碰撞时间, 无法描述碰撞

过程中接触力随时间的变化历程, 在多体系统碰撞

动力学的研究中受到限制[5]; 所以表 1 与表 2 中的

连续接触力模型采用迟滞阻尼因子来描述碰撞过程

中的能量耗散 (阻尼环包围的面积如图 3). 然而, 由
于含阻尼因子的连续接触力模型的原型为 Hertz 接
触模型, 导致该类模型在高恢复系数 (大于 0.85) 下
有较好的计算精度, 一旦恢复系数小于 0.8该类模型

则不能准确描述碰撞过程中的能量耗散[4,88], 降低了

多体系统碰撞动力学的仿真精度. 所以当利用该类

模型计算弹塑性碰撞行为时 (EDEM 软件中的连续

接触力模型 (见表 2)用于颗粒物质之间的弹塑性碰

撞仿真), 一般通过调节恢复系数的大小来平衡弹塑

性碰撞过程中的能量耗散 (大部分学者认为表 1
和表 2 中的连续接触力模型只能用于弹性碰撞). 然
而, 通过阻尼因子来描述碰撞过程中能量耗散的连

续接触力模型, 虽然可以通过调节恢复系数描述弹

塑性碰撞过程中的能量耗散, 但是 Hertz接触刚度高

估了弹塑性接触阶段的刚度系数[163]; 即从整体上基

于连续接触力模型依然不能准确获得弹塑性碰撞行

为的力学特征 (第四节中将详细说明该问题).
恢复系数不是关于接触材料的常数, 而是描述

碰撞过程中能量耗散的标志性参数[61,63,69,159,164]; 为
了获得准确的恢复系数, 众多学者基于准静态弹塑

性本构关系在不同的碰撞环境中推导了一系列的恢

复系数具体表达式. 其原理在于准静态弹塑性模型

可准确地获得加载阶段与卸载阶段接触力所做的

功, 所以可通过碰撞前后能量之比的平方根或者碰

撞前后的速度之比来获得准确的恢复系数. 其中包

括 Chang等[165] 在 CEB弹塑性接触力模型的基础上

利用接触表面粗糙度的统计学模型推导了恢复系数

的另一种解析解模型. Thornton模型[140] 通过线性化

处理完全塑性阶段的接触力与变形之间的本构关

系, 缓解了 CEB 模型不连续的力学特性, 并通过接

触力在碰撞前后的做功比获得了封闭的恢复系数模

型. Vu-Quoc等[152,166] 在基于有限元法获得本构关系

的基础上分析了碰撞过程的恢复系数, 但并没有给

出恢复系数的封闭解. 另外, Wu等[156]从碰撞速度的

观点基于有限元法定义了临界速度, 将恢复系数分

为两个部分描述碰撞过程中的能量损耗; Weir等[167]

则推导了碰撞速度在低速环境下的恢复系数解析解;
Jackson 等[143,168-169] 通过拟合有限元对恢复系数的

分析结果优化了基于碰撞速度的恢复系数精度 .
Ma等[117] 利用其本构方程获得了完全塑性阶段对应

的恢复系数 (表 4 中仅给出了 6 种具有封闭解的恢

复系数模型, 其他形式的恢复系数模型可参考文献
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[170]). 从表 4中可以看出恢复系数不仅与碰撞体几

何与材料属性有关, 而且与碰撞速度密切相关.
恢复系数作为衡量碰撞过程中能量损耗的直接

参数, 其中连续接触力模型在计算碰撞行为时需要

依赖恢复系数的大小, 而准静态弹塑性接触力模型

可根据精确的本构关系确定恢复系数的大小. 因此,
对同一种接触行为, 完全可以先通过准静态弹塑性

接触力模型确定恢复系数的大小, 并以此作为输入

至连续接触力模型中, 避免了根据经验值与实验测

试方式获得恢复系数的弊端. 在此基础上, 要将面临

一个关键的问题: 连续接触力模型中阻尼因子做功

代表的能量耗散是否与准静态弹塑性接触力模型的

碰撞前后接触力做功之差描述的能量耗散具有内在

联系, 即阻尼环包围的面积 (如图 3) 是否等于加卸

载曲线包围的面积 (如图 9)？下面一节将以恢复系

数为桥梁, 详细解释两类模型之间的内在联系.

 4     两类接触力模型之间的联系

考虑到表 1与表 2中连续接触力模型在计算弹

塑性接触碰撞时, Hertz接触刚度高估了弹塑性接触

阶段的接触刚度; 导致其连续接触力模型不能准确

获得动态弹塑性碰撞行为的力学特征. 为此, 该部分

将基于本课题组在 2015 年提出的连续准静态弹塑

性接触力模型[117](ML模型)修正连续接触力模型在

计算弹塑性碰撞时的接触刚度.

 4.1    基于材料弹塑性本构的等效迟滞阻尼

由于当接触行为进入弹塑性阶段时其接触力与

变形量之间的关系近似为线性, 所以, 借助ML模型

的本构关系将弹塑性阶段的刚度线性化为

Kp =
F

(
δp

)
−F

(
δy

)
δp−δy

(45)

基于该线性化的弹塑性接触刚度根据线性弹簧−
阻尼模型, 假设其考虑能量耗散的弹塑性接触力模

型的形式为

F = Kpδ+ χpδδ̇ (46)

χp其中   为新的迟滞阻尼因子.
根据 1.1节中阻尼因子的推导方式, 在压缩过程

的结束时刻, 最大应变能为

U(max) =
w δmax

0
Kpδdδ =

1
2

Kpδ
2
max (47)

对阻尼项积分就可获得整个接触过程的能量耗散

∆E =
z

χδδ̇dδ (48)

表 4   恢复系数模型

Table 4    Coefficient of restitution (CoR) model

Authors CoR mathematical model Parameters

Chang and Ling
(1992)[165] cr =

√√√√√√√√ 8
15

E∗
√

R
[
ωcωm

(
2− ωc

ωm

)] 3
2

/ {

8
15

E∗
√

Rω
5
2
c +πKYRωm (ωm −ωc)

} 
ωc ωm

K = 1.282+1.158v

   critical elastic deformation;    maximum deformation in the
compression phase; Y yield strength;   ;

v Poisson ratio

Thornton (1997)[140] cr =

 6
√

3
5

 1
2

√
1− 1

6

(
Vy

Vl

)2



(
Vy

Vl

)
(

Vy

Vl

)
+2

√
6
5
− 1

5

(
Vy

Vl

)2



1
4

 

Vy yield impact velocity;
Vl impact velocity

Wu, Li and Thornton
(2005)[171]

cr =


2.08

(
V1

Vc

)0.156 (
V1 < V f

)
0.62

(
V1S y

VcE∗

)− 1
2 (

V1 > V f

)
 

Vc initial impact velocity leading to the plastic deformation;
Vf critical impact velocity; Sy yield stress; V1 impact velocity

Weir and Tallon
(2005)[167] cr = 3.1

(
S y

E∗

) 5
8 ( R1

R

) 3
8
(

c0

v0

) 1
4
,c0 =

√
E
ρ  ρ

v0 initial impact velocity; Sy yield stress; R1 contact
radius after contact;    density

Jackson, Green and
Marghitu (2010)[158] cr =



1 (0 < V1 < 1)

1−0.1ln(V1)
(

V1 −1
59

)0.156

(1 < V1 ⩽ 60)

1−0.1ln(60)−0.1ln
( V1

60

)
(V1 −60)2.36εy (60 ⩽ V1 ⩽ 1000) 

εy = S y

/
E∗

V1 impact velocity;
   ;Sy yield stress

Ma and Liu
(2015)[117]

cr = 0.81E∗−
1
3
(
Re

p

)− 1
6 k

5
12

1 m−
1
12 v
− 1

6
0 

Re
p contact radius after plastic deformation;

k1 contact parameter; m mass; v0 initial impact velocity
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阻尼项将接触过程耗散的能量均匀分布在压缩和恢

复阶段 ,  根据式 ( 48 ) ,  其整个接触过程的能量

耗散

∆E =∆Ec+∆Er = χ
(
δ̇(−)+

∣∣∣δ̇(+)
∣∣∣)w δmax

0
δ

√
1−

(
δ

δmax

)2

dδ =

1
3
χ (1+ cr) δ̇(−)δ2

max

(49)

cr =
∣∣∣δ̇(+)

∣∣∣/ δ̇(−)其中恢复系数   .

根据压缩结束时系统能量守恒

1
2

m1v2
1i+

1
2

m2v2
2i =

1
2

(m1+m2)v2
12+

1
2

Kpδ
2
max+

1
3
χδ̇(−)δ2

max

(50)

以及该时刻系统动量守恒式 (13), 将式 (49)改写为

δ2
max =

3m
(
δ̇(−)

)2

3Kp+2χδ̇(−)
(51)

联立式 (8)、式 (49)与式 (51), 新的阻尼因子为[84]

χ =
3Kp (1− cr)

2crδ̇(−)
(52)

因此, 新的连续弹塑性接触力模型为

F = Kpδ

[
1+

3(1− cr)
2cr

δ̇

δ̇(−)

]
(53)

很明显, 由于该阻尼因子的推导过程利用了系

统的能量与动能守恒原则, 以至于其阻尼项的分母

中含有初始碰撞速度, 即该阻尼项为迟滞阻尼; 但并

不妨碍计算碰撞过程中的能量耗散.
假设一个间隙球面关节, 其接触参数如表 5 所

示, 其初始碰撞速度为 4 m/s, 此时最大接触变形量

(111.52 μm)已超过临界弹性变形量 (1.578 8 μm), 接
触过程处于弹塑性接触阶段; 此时的恢复系数可由

ML 模型识别为 0.690 9. 将该恢复系数作为新连续

接触力模型的输入量可计算弹塑性碰撞行为的力学

特征如图 10.
通过相对误差分析, 新的连续接触力模型中阻

尼因子代表的能量耗散与ML模型描述的能量耗散

误差不超过 0.25%[84], 即阻尼环的面积与三角形的

面积基本一致. 该分析结论表明: 当恢复系数保持一

致时, 两类模型在描述弹塑性碰撞行为的能量耗散

时是等效的, 说明了在弹塑性发生时, 人为阻尼项表

示的能量耗散就是弹塑变形做的功, 与阻尼项的积

分路径无关. 由于两类模型能保证碰撞过程中能量

耗散的一致性, 所以两类模型在计算最大接触力和

最大变形量方面虽然不能完全一致 (毕竟两类模型

的数学表达式和计算原则均不相同), 但整体上可保

持协调, 尤其是碰撞后接触体的运动状态基本一致;
主要归因于新的连续弹塑性接触力模型式 (52)利用

线弹塑性接触刚度代替了 Hertz 接触刚度, 避免了

Hertz接触刚度与弹塑性接触刚度不符的缺陷; 更重

要的是由于两类模型在描述碰撞过程中的能量耗散

时完全等效.
因此, 相比表 1与表 2中的连续接触力模型, 新

的弹塑性接触力模型可精确地计算弹塑性碰撞过

程, 弥补了 Hertz 接触刚度引入的误差; 另外, 相比

表 3 中的准静态弹塑性接触力模型, 新的连续接触

力模型不仅在力学特征上能与准静态弹塑性接触力

模型保持一致, 并且简化了准静态弹塑性接触力模

型在计算弹塑性碰撞过程中的复杂流程, 避免了在

计算过程中区分碰撞行为处于压缩或恢复阶段, 更
不必保存每一次碰撞行为导致的永久与最大变形量;
而只需要判定接触行为是否发生. 然而, 该模型由于

迟滞阻尼项中分母含有初始速度导致该模型在计算

颗粒物质之间的碰撞接触行为时会导致数值奇异问

题 (因为大部分颗粒物质在初始阶段均保持静止状

态, 颗粒之间初始相对碰撞速度为零).

 4.2    基于材料弹塑性本构的等效黏性阻尼

为了避免上述所提的连续接触力模型分母中初

 
表 5   接触参数

Table 5    Contact parameters
Young’s
modulus

Poisson
ratio

Radius
Yield
strength

Mass Density

200 GPa 0.29 2.05 cm 1.03 GPa 0.097 kg 7800 kg/m3

65 GPa 0.33 2.00 cm 30.0 MPa 0.261 kg 2700 kg/m3
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图 10   接触力—变形量 (弹塑性阶段)

Fig. 10    Relationship between the force and deformation (in
elastoplastic phase)[84]
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始相对碰撞速度导致的数值奇异问题[92], 该小节依

然基于线性化的弹塑性接触刚度, 将弹塑性碰撞过

程等效为线性的振动行为 (如图 4), 该模型的动力学

方程为单自由度非受迫阻尼自由振动方程式 (23),
根据该方程的解析解与初始碰撞条件式 (24) ~ 式 (30)
可推导系统的阻尼系数为[98]

D = 2 |lncr |
√

KpM

π2+ ln2 (cr)
(54)

所以该连续弹塑性接触力模型为

Fnp = Kpδ+Dδ̇ = Kpδ+2 |lncr |
√

KpM

π2+ ln2 (cr)
δ̇ (55)

在该模型的推导过程中没有利用碰撞前后的能

量与动能守恒原则, 避免了获得的阻尼项分母中含

初始相对碰撞速度的特征, 即阻尼项为黏性阻尼; 成
功回避了连续接触力模型式 (53)的数值奇异问题.

关于该模型的仿真精度, 本文以一维球链为研

究对象 (如图 11), 以实验数据为基准, 对比分析了

EDEM软件中连续接触力模型 (见表 2中 Tsuji等模

型)与新接触力模型式 (55)之间的精确度. 相关仿真

参数与实验数据详见文献 [121].
图 12 给出了新连续接触力模型式 (55) 在计算

颗粒物质动态碰撞行为时的计算结果, 孤立波在一

维球链中的传播特性被很好地复现, 其结果被实验

数据证明是合理的. 当与 EDEM 软件中的连续接触

力模型对比分析时, 图 13中展现出两种模型基本能

反映孤立波在一维球链中的传播特性, 但是在孤立

波波峰对应的最大接触力方面, 两者与实验数据的

误差百分比见表 6; 可以清楚地看出, 新的连续接触

力模型在计算最大接触力方面精度明显高于 EDEM
软件中被使用的连续接触力模型[98], 再一次证明了

Hertz 接触刚度在描述弹塑性接触行为的刚度属性

时存在误差. 
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图 12   一维球链中孤立波的传播特征

Fig. 12    Propagation of solitary wave in the one-dimension
granular chain
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图 13   连续接触力模型之间的对比分析

Fig. 13    Comparative analysis between two continuous
contact force models

 
  

表 6   误差分析对比

Table 6    Comparative analysis of the error percentage

No. 9 16 24 31 40 50 56 63

New 4.23 6.68 19.44 1.44 9.12 0.50 12.33 25.39

EDEM 5.36 7.39 22.44 10.03 10.19 16.38 26.54 36.79

 

 5     接触力模型在多体系统动力学中的应用

多体系统中最早采用刚体模型基于冲量动量法

研究碰撞问题, 认为应力波在碰撞体中的传播速度

无限大, 几乎同时影响了碰撞体各质点速度; 引起了

多体系统广义速度的跳跃, 造成在考虑切向摩擦的

碰撞动力学方程求解中往往出现无解或者多解的情

况[119]; 并在整个碰撞过程中, 采用恢复系数描述碰

撞前后速度的变化以及能量耗散. 然而, 该方法并不

能获得碰撞力随时间的变化历程; 要正确处理碰撞

中的摩擦问题, 与分析接触力随时间的变化规律, 需
要利用连续接触力模型考虑碰撞体之间的微运动规

律, 解决由于切向摩擦引起的数值不稳定问题, 并通

过阻尼因子阐述碰撞过程中的能量耗散. 另外, 连续

接触力模型从数学的角度为碰撞问题提供了一种简

单易行的方法, 并且认为碰撞不再是瞬时过程, 可以

精细研究碰撞过程中碰撞力与侵入量以及碰撞速度

 
bead

bead
ramp

sensor
striker

 
图 11   一维球链的碰撞实验装置示意图[121]

Fig. 11    Experimental setup of the one-dimension granular chain
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之间的变化关系, 这有利于研究由于碰撞而引起的

结构破坏现象[172], 这也是连续接触力模型在工程领

域被广泛应用的原因. 然而, 连续接触力模型忽略了

碰撞引起的应力波在碰撞体中的传播效应[119]. 实际

多体系统中的碰撞问题不仅会在碰撞位置产生局部

的弹塑性变形, 而且碰撞引起的局部应力集中会以

应力波的形式在碰撞体中传播; 为了同时描述碰撞

行为引起的局部弹塑性变形以及应力波的传播规

律, 必须借助连续介质力学研究多体系统中的碰撞

接触行为.
以一维球链的碰撞现象为例[121](如图 11), 可以

反映利用上述单点接触力模型在计算多体系统中碰

撞问题时遇到的困难. 图 11 中的一维球链, 采用弹

簧的方式局部柔化刚体小球之间的接触碰撞问题,
该球链的接触碰撞现象不同于两个小球之间的单点

接触碰撞行为, 球链中的碰撞现象不仅涉及多点碰

撞, 而且涉及接触过程中的多重压缩与多重碰撞现

象. 在第一对小球碰撞结束之前, 第二对小球已经进

入压缩阶段并发生多点碰撞现象, 以此类推, 第一对

小球发生碰撞激发的碰撞力以孤立波的形式在球链

中传递并引发多重碰撞现象; 当最后一对小球产生

碰撞并将碰撞力重新传递到开始的碰撞位置时将发

生多重压缩现象, 并且除第一次碰撞外, 因为能量耗

散导致其他碰撞激发的动态响应逐渐衰减[173]. 被撞

击的一维球链中孤立波在球链中传播与反射引发多

重碰撞现象, 当波反射到碰撞开始位置时可能在单

个接触点上发生多重压缩现象, 与此同时碰撞过程

中伴随着能量耗散以至于碰撞现象越来越微弱.
因此, 当柔性体之间发生碰撞行为时, 首先在碰

撞的局部区域发生弹塑性变形, 并产生高幅值且急

剧变化的碰撞力[119], 同时激发应力波在柔性体中传

播, 以及会诱发应力波与碰撞之间相互耦合作用等

一系列复杂的动态行为[120]. 多体系统中的能量一部

分由于局部接触区域发生的弹塑性变形被耗散, 另
一部分能量被传递到碰撞体中以瞬态应力波的形式

在柔性体中传播与反射, 以至于影响柔性体碰撞后

的运动状态; 另外, 在碰撞结束前, 应力波在柔性体

中被反射到接触位置与碰撞行为发生耦合现象, 进
而诱发多重压缩与多重碰撞等现象, 进一步影响接

触力的大小. 除此之外, 在此期间需要对多次微碰撞

过程中的碰撞力峰值、碰撞时间及碰撞次数进行准

确预测, 错综复杂的碰撞与柔性变形耦合关系增加

了多体系统碰撞动力学的建模仿真难度[174]; 更进一

步, 上述复杂的动态交互行为令碰撞行为与柔性变

形之间的耦合关系变得更加扑朔迷离. 围绕上述复

杂耦合问题国内外众多学者开展了系统的研究[40,175],
按照碰撞过程中是否考虑弹塑性变形将以下研究分

为两类: (1)基于动态连续接触力模型的多体系统碰

撞动力学; (2)基于准静态弹塑性接触模型的多体系

统碰撞动力学.

 5.1    未考虑弹塑性接触变形的碰撞动力学研究

在忽略碰撞行为中弹塑性变形的情况下, 众多

学者对多体系统中碰撞现象与柔性变形的相互作用

进行了系统的研究. 文献 [176-177]利用浮动坐标法

建立曲柄滑块机构中柔性连杆的动力学模型, 采用

动态接触力模型计算刚性滑块之间的碰撞力, 分析

了刚柔耦合与碰撞行为之间的动态关系. 文献 [118,
178]与胡海岩等采用绝对节点坐标法分析了多体系

统中间隙关节碰撞现象与构件变形的特征, 研究了

柔性机器人在抓取过程中的接触碰撞问题. 考虑到

绝对节点坐标在描述变形体时引入了大量的弹性坐

标, 文献 [179]采用 Craig-Bampton子结构模态综合

法缩减了弹性坐标数量, 分析了间隙关节元素之间

碰撞对柔性系统的影响. 张云清等[180]利用浮动坐标

法分析了柔性构件小变形与碰撞行为的耦合现象,
建立了曲柄滑块机构柔性连杆的动力学模型, 讨论

了关节刚度与碰撞现象对系统振动频率的影响. 文
献 [181-182] 采用绝对节点坐标法建立柔性杆与刚

性孔之间的动力学模型, 考虑了柔性杆与刚性孔之

间的碰撞与摩擦效应对系统的动态影响; 或者采用

假设模态法建立柔性体的动力学模型, 在弹性范围

内采用动态接触力模型计算柔性杆与刚体之间的碰

撞力, 揭示了冲击波的传播效应. 刘昊等[183] 采用绝

对节点坐标法建立了空间充气展开绳网捕获系统的

动力学模型, 基于 Hertz接触理论分析了被捕获物体

与柔性绳网之间的碰撞现象. 方建士等[184] 利用子系

统法考虑柔性梁的动力刚化效应, 基于考虑能量耗

散的 Hertz 接触力模型研究了大范围运动柔性梁与

刚性地面之间的接触碰撞现象. 彭海军等[185] 针对柔

性多体系统中接触体之间的碰撞与摩擦问题, 基于

辛离散化提出了一种非光滑接触方法, 避免了因互

补变量过多而导致求解效率较低的困难. 虞磊等[186]

基于绝对节点坐标法建立了柔性梁与柔性板的动力

学模型, 将柔性体之间的碰撞检测转化成基本几何
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体的碰撞检测, 并利用 Hertz接触理论计算了柔性体

与刚体以及柔性体之间的碰撞力 ,  仿真结果与

RecurDyn对比验证了该方法的正确性.
上述工作主要集中研究碰撞行为对多体系统中

变形构件的动态影响[187], 在弹性范围内分析了碰撞

行为与柔性变形之间的耦合关系, 对柔性体与碰撞

行为之间的精细化建模与求解方面做出了贡献. 但
是较少关注多体系统中能量在经历碰撞与柔性变形

之后的重新分配与耗散问题, 实际上多体系统中碰

撞与柔性变形的耦合关系本质就是能量相互转换与

耗散的过程[188-189]; 同时, 现有工作较少关注碰撞与

应力波之间引发的多重压缩与多重碰撞问题.

 5.2    考虑弹塑性接触变形的碰撞动力学研究

众多国内外学者发现多体系统在高速碰撞下,
如果忽略碰撞行为中的弹塑性变形将导致其系统动

态响应与实际情况存在偏差[190–192]. Yigit[193] 研究了

柔性梁与刚性地面的碰撞动力学, 利用完全弹性接

触力模型计算了柔性梁与刚体之间碰撞力, 仿真结

果显示完全弹性接触模型并不能获得精确的结果,
通过实验证明弹塑性接触力模型更加符合实际情

况. 蓦朋波等[120] 利用动态子结构模态综合法推导了

柔性构件之间碰撞激发瞬态波传播的动态子结构模

型, 在保持接触刚度不变的情况下, 在碰撞过程中考

虑了永久的弹塑性变形, 基于单轴压缩 (UC)模型计

算了接触体之间的碰撞力, 分析了弹塑性波的传播

特性. 文献 [115, 194]围绕柔性体与刚体碰撞的动力

学做了系统的研究, 主要采用浮动坐标法建立柔性

构件的动力学模型, 分别利用动态连续接触力模型

与单轴压缩 (UC) 模型计算柔性体与刚体之间的接

触力, 考虑了正碰撞与斜碰撞过程中的摩擦现象, 分
析了接触在发生弹性变形与塑性变形时系统的动态

特性, 指出了动态连续接触力模型与静态弹塑性模

型不仅对能量耗散的描述不同, 而且通过两种模型

计算的接触力大小也大相径庭. Chen 等[116] 采用模

态综合法建立柔性体的动力学模型, 提出接触区域

判定方法, 通过罚函数的惩罚因子计算柔性体之间

的弹塑性接触力, 对比分析了弹性和弹塑性碰撞后

系统的动能相差大约 30%, 说明了考虑碰撞中弹塑

性变形的必要性与能量耗散的主要来源 . 王检耀

等[174] 与洪嘉振基于有限元法同时采用罚函数法和

附加约束法的接触模型计算了柔性杆之间的接触碰

撞问题, 发现柔性梁与碰撞之间的相互作用会引发

多次微碰撞问题.
上述研究考虑了碰撞行为中发生的弹塑性变

形, 证实了弹塑性变形在碰撞行为中较为常见且不

可忽视, 主要分析了弹塑性碰撞行为引起的应力波

在柔性体中的传播规律, 研究了碰撞与柔性变形之

间耦合作用诱发的多重碰撞问题. 然而, 在碰撞力的

计算过程中对于弹塑性变形引起的接触刚度变化缺

乏精细化的建模与分析 (实际的接触刚度分为弹

性、弹塑性与塑性接触刚度), 导致其碰撞中能量耗

散的预测出现偏差, 影响了碰撞的接触时间与接触

力的大小, 干扰了柔性体中应力波与碰撞行为之间

的耦合作用. 另外, 利用准静态弹塑接触力模型或者

惩罚因子计算碰撞体之间的接触力, 其中惩罚因子

难以表征碰撞体之间的真实接触性质; 其次, 由于准

静态弹塑性接触模型对接触行为的描述完全取决于

相对接触变形量的大小; 因此, 基于该类模型计算接

触行为容易受到积分误差的干扰. 相反, 连续接触力

模型从相对接触变形量与相对变形速度上同时控制

能量耗散与接触力的大小[195-196], 对积分误差不敏

感, 这也是连续动态弹塑性接触力模型的另一种优势.
多体系统碰撞动力学中碰撞与柔性体耦合效应

容易引起多重压缩与多重碰撞现象, 其中柔性体从

碰撞行为中吸收的能量与耗散能量直接相关[197]; 而
应力波的传播规律取决于柔性体吸收的能量[198], 其
碰撞时间也依赖于能量耗散的效率. 所以, 正确表征

碰撞过程中的能量耗散与揭示能量耗散的本质原因

是多体系统碰撞动力学的核心内容, 只有保证精确

计算碰撞过程中能量耗散在时间和空间上的传播规

律, 才能从本质上揭示碰撞与柔性变形之间的耦合

关系.

 6     总结与发展趋势

(1) 本文主要阐述了不考虑碰撞过程中应变率

和硬度发生变化的正向接触力模型的研究进展, 分
析了两类不同接触力模型的发展过程, 指出了连续

接触力模型在弹塑性碰撞动力学计算中存在的问

题, 讨论了准静态弹塑性接触力模型在计算弹塑性

碰撞行为时复杂的计算流程. 明确了 Hertz接触刚度

是导致连续接触力模型在计算弹塑性碰撞行为的主

要误差来源, 以此为依据, 以线性的弹塑性接触刚度

为基础, 通过碰撞过程中的能量守恒原则推导了新

的迟滞阻尼因子, 证实了人为阻尼因子代表的能量
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损耗与弹塑性碰撞中弹塑性变形做的功等效, 而与

阻尼项的积分路径无关.
(2) 当前的连续接触力模型与准静态弹塑性接

触力模型均是由法向碰撞与接触行为发展而来, 忽
略了碰撞行为中的切向摩擦效应, 以至于在分析斜

碰撞行为时, 需要先根据接触力模型计算法向接触

力, 再根据摩擦模型计算接触体之间的切向接触力,
整个过程忽略了法向接触力与摩擦行为之间的耦合

关系; 因此, 未来的接触力模型的发展要从斜碰撞入

手, 发展考虑法向和切向耦合作用的连续接触力模型.
(3) 载人返回舱着水/着陆以及航空发动机轴承

的失效问题均涉及碰撞体与流体之间的流固耦合关

系, 为满足国家重大航天发展需求, 结合 Reynolds方
程将接触体之间的流体引入至连续接触力模型的阻

尼因子中; 因此, 充分考虑流体动力学对碰撞行为的

影响, 建立可描述流体与法向碰撞力相耦合的连续

接触力模型是未来的发展趋势.
(4) 考虑到高速重载与高精度是未来多体系统

的发展趋势, 间隙关节导致的接触碰撞与磨损现象

将更加突出, 然而当前对于间隙关节碰撞行为的研

究均忽略了高速重载下导致接触体局部的弹塑性变

形, 给间隙关节元素之间的碰撞力计算引入了较大

的误差; 另一方面, 在基于 Archard 磨损模型预测间

隙关节元素之间磨损深度时, 也将引起接触应力的

计算误差, 最终影响间隙关节磨损表面的几何属性

重构. 因此, 考虑间隙关节局部弹塑性变形的多体系

动力学性能分析与寿命预测是未来的发展趋势.
(5) 综合考虑多体系统碰撞动力学中的多种非

理想因素, 包括多体系统中构件的柔性变形、间隙

关节的碰撞行为、关节的润滑与摩擦效应, 以及碰

撞行为引起的局部弹塑性变形; 建立保真度更高的

多体系统碰撞动力学模型, 分析局部弹塑性变形与

系统柔性变形之间的耦合关系, 探索应力波在柔性

体中的传播特征; 揭示多体系统关节中流固耦合效

应与系统大范围非线性运动之间的内在联系, 开发

具有通用性多体系统碰撞动力学软件将是未来面临

的挑战之一.
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